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Colectanea de Exercicios

INSTITUTO
SUPERIOR
TECNICO

LEIC, LERCI, LEE

Capitulo 6
Estimacao pontual

Nota: EMV (a) designa o estimador de mdzima verosimilhanga de a e emv(a) a respectiva

estimativa. Além disso, L denota a fungdo de verosimilhanga.

Exercicio 5.1 Seja {X;,i=1,...,5} Y X, com valor E[X] = p e Var[X] = 22.

_ 5 (mimw)?
(a) Como E[X]| = p, EM(p) = X. Uma vez que L(p|zy,...,25) = (2\/12?)56 N
emv(p) = 32 x;/5 =7, e logo EMV (u) = X.

(b) X ~ N(p,2) pelo que P(X > p+1)=1— (%) =1-0.8682 = 0.1318.

(c) Pmin(Xy,...,X5) <pu—2)=1—-Pmin(Xy,...,X5) > pu—2)
5

=1-][PXi=n-2)
=1

=1-[P(X > p—2)
=1-[1-&(~1) =0.5784.

P(max(Xy,...,X5) > p+3) =1— P(max(Xy,...,X5) < u+3)

5

=1-[[P(Xi<pu+3)
=1

=1-[P(X <p+3)]
=1 - ®°(3/2) = 0.2923.
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Exercicio 5.2
(a) ©? é estimador centrado de 62 se e s6 se E[©2] = §2. Como
E[©?] = Var[0] + E?[0] = Var[0] + 62 > §*
entdo ©2 nio é estimador centrado de 6.

(b) Usando o facto do valor esperado ser um operador linear,
E[(© —0)’] = E[(© — E[6] + E[6] - 0)°]
= E[(© - E[0])’] - 2(E[6] - 0)E[6 - B[O]] + E[(E[6] - 0)*]
= Var(0) — 0 + (E[0] — 6)*
= Var(©) + b%.
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Exercicio 5.3
(a) EwXi+(1-w)Xo] = wE[Xi|+(1-w)E[X>] = wE[X1]+(1-w) E[Xs] = wu+(1-w)p = p.
(b) Como
Var(wX; + (1 — w)Xs) = w?Var(X1) + (1 — w)?Var(Xy)
gt + Py
w oy (1-w)? ,

= g —I—ia
n 1 n 2

a variancia de wX; + (1 — w) Xy é minima quando w = —2.

2

Exercicio 5.4 Note-se que E[X] = E[X] =y, Var(X) = % e

> [X1 +2X, -I—Xa} _ E[Xi] +2E[Xo] + E[X3]

4 4
Var X1 +2X9 + X3 . Var(Xl) + 4Var(X2) + VaI'(Xg) . E 9
4 B 16 16
. oA . X14+2X0+X . a Var(X) _ 16 -
Assim, a eficiéncia relativa de =1-=52"=% relativamente a X ¢é Var(Xli—gffﬁXS) = 13, pelo que X

é mais eficiente que W.

Exercicio 5.5

(a) A mediana de uma distribuicao normal de valor esperado p é igual a p. Logo

7'1'0'2

2n

ElX]=p  Var(X)=2vaf(w)] > =

Logo

pelo que X é um estimador de p mais eficiente que X.

(b) Dado que fx(.) é uma funcao simétrica em torno de p, a mediana é igual a p. Logo

2

EX]=p  Var(X) = 2vaf(u)] " = o
2
EX]=p  Var(X) = %
Logo
ooy Var(X) 1
ef (X,X) = Var(X) ~ 2 <1

pelo que X é um estimador de x menos eficiente que X.
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(c) Os resultados anteriores sugerem que para populagoes normais a média amostral é mais
eficiente que a mediana amostral como estimador do valor esperado da populacao, mas que
hé outras populagoes simétricas em que a mediana amostral é um estimador mais eficiente

do valor esperado que a média amostral.

Exercicio 5.6 Como
Var(Tz) + (E[To] — 6)* 3+ 462
Var(Ty) 9

ef (Tl, Tg) =

T, é mais eficiente que Th se 3+ 462 > 9, ou seja 6 > 1/3/2; assim a escolha entre os estimadores

T7 e T deve basear-se na informagao disponivel sobre o intervalo de valores de 6.

Exercicio 5.7

(a) Seja X; a v.a. que toma o valor 1 se a bola que sai na i-ésima extracgao é preta e o valor
0 caso contrario. Tem-se {X;,i = 1,2,3} i X~ Bernoulli(p), pelo que X = Z?Zl X~
Bin(3,p). Logo

3
L(p;X =k) = <k>p’“<1 -p)**, k=0,1,2,3.

Como L(3;X =1) > L(3; X = 1), entdo emuv(p) =

W e

(b) Como L(1[X =2) < L(3; X = 2), entdo emuv(p) =

wino

(c) L(p; X =2) = (3)p*(1 — p)!, pelo que emv(p) =

Exercicio 5.8 P(bola branca) = 27 = p. Como emuv(p) = %, utilizando a propriedade da

invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanga, vem que emuv(r) = Ni_k

Exercicio 5.9 Seja X a v.a. que contabiliza o nimero de andares vendidos num dia, X ~

Poisson(\), e {X;,i =1,...,n} % X uma a.a. com média amostral X.

(a) Como E[X] =peL(p;x1,...,2,) = % EMV(X) = X.Como E[X] = 13" | E[X;] =

“E = i, o estimador de maxima verosimilhanga é centrado.
(b) Como Var[X] = )\, um estimador centrado de Var[X] é X.
(c) emv(N) = 5.

(d) Como LA\ X; = 0,...,X15 = 0, X156 > 1, X7 > 1) = e PM1 — M2, emw()) =
In(17/15) = 0.1252.

Exercicio 5.10 Dado que X ~ N(u,22), entdo a funcio de verosimilhanca de x4 com base numa

amostra x1, x2, ..., %, ¢ dada por

" n
Lipszy, 22,0 2n) = [2\/%} e~ Lin(@imp)?

Considerando o logaritmo da fun¢ao de verosimilanca, In L(p; 1,22, ...,2,) = —nln(2v/271) —

£ 3 (x; — p)?, e maximizando (faga-o!) em funcdo em ordem a p, vem que

emv(p) =z, EMV(n)=X.
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Exercicio 5.11 Seja X ~ Normal(u,0?) a v.a. que designa a voltagem que um cabo eléctrico
iid

pode suportar, {X;,i = 1,...,12} ~ X e X e S? a média e varidncia amostral ndo corrigida,

respectivamente. Como
X ()

L(p,05x1,...,212) = (0V21) e 202

tem-se EMV () = X e EMV(0) = S, = /L 30, (X; — X)2. Assim,

emu(p) z 55.833
emu(c?) s2 101.639
emu (o) Sn 10.082
emv(P(X >70)) | 1 — ®(%=L) | 0.0793

sendo que na estimacdo de o2 e de P(X > 70) foi utilizada a propriedade de invariancia dos

estimadores de méxima verosimilhanca.

Exercicio 5.12

(a) Tem-se
Eh] = mE > (nX; —nX)?
=1
= ™ E |+ (- X)f]
i=1
O i 0¥ DI = 1)+ 2(n = X)(Xi = ) + (1~ Xm]
=1
NG - 5 E | 2K = ) = 2n(X = p1)* +n(X - u)2]
=1
- (n i 1) ZE[( i N)Q] — nE[(X’ — M)z]]
=1
1
) [nE[(X — p)?] = Var(X)]
= Var(X) = 0'2
) n—1 n—1 n—1 )
E[TQ]:E[ Tl]: o B[] = 0.

(b) Do exercicio anterior, caso X possua distribuigao normal, o estimador de maxima verosim-

ilhanga de 02 é S2, pelo que Ty é o estimador de maxima verosimilhanca de o2.

Exercicio 5.13 Seja X ~ Exponencial(~!) a v.a. que designa a duragdo (em horas) de uma
pilha, {X;,i=1,...,10} 1 X e X ¢ a média amostral respectiva. Como

n
T X
= 7
n 1=1

L(p; w1, mn) =p e+ Lo oop(minz;)

(onde I)g 1 oo[(minz;) = 1 se e s6 se minx; > 0, valendo 0 caso contrario) tem-se que EMV (u) =
200

X, emv(u) =% = 174 e emv(P(X > 200)) = e~ = 0.3168, pelo principio da invaridncia dos

estimadores de méxima verosimilhanca.
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Exercicio 5.14

(a) Uma vez que

TL, T 727}:1952 )
Loz, .. m) = LT S0 1 mina)

n 2
tem-se EMV () = 4/ %X’ e logo emv(a) = /213 = 2.022.

(b) Usando o principio da invariancia dos estimadores de méaxima verosimilhanga, tem-se
emv(E[X]) = 2.022,/F = 2.5342 ¢ emv(Var[X]) = (2 — §)2.022% = 1.7548.
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